Chapitre 6 : Détermination des orbites paraboliques
Méthode d'Olbers

Dans ce chapitre et dans les deux suivants, nous allons aborder les méthodes pour déterminer les éléments orbitaux d'un corps
dont on connait plusieurs observations. Pour cela, il est nécessaire de posséder au minimum trois positions distinctes, chacune
de ces positions fournissant deux coordonnées angulaires. Nous allons établir les principales formules de la méthode d'Olbers,
puis nous les organiserons en un formulaire et terminerons le chapitre par un exemple numérique.

L. Principes de la méthode d'Olbers

La méthode mise au point par Olbers en 1797 repose sur la détermination des distances héliocentriques et géocentriques du
corps considéré. La méthode est destinée aux corps ayant une orbite parabolique (ce qui concerne les cometes) mais, étant
donné que ces corps, méme s'ils ont une orbite elliptique, sont découverts a 1'approche de leur périhélie, nous pouvons
considérer que l'arc d'ellipse au voisinage du périhélie se confond avec un arc de parabole. Cette méthode permet donc de

dresser une premiére éphéméride de la comete, méme si elle posséde une orbite elliptique.

Pour déterminer les éléments orbitaux de la comete, nous avons besoin de trois positions successives aux instants f,, t, et f3

avec 1 —H =13 =1, .

—

Soit S le Soleil et C;, C, et C5 les positions de la comeéte aux instants f, t, et t3. Désignons par r; = SC; et 3 = SC;5 .

L'arc C|Cj sur le schéma ci—dessous est une partie de I'orbite.

Le point P, appartenant au plan SC,C5, est le périhélie du corps. Par conséquent, les angles mesurés sont les anomalies
vraies. On a :

— — — —
ry r3=ry Sy, ryjn
A
- — —
oll n estun vecteur unitaire normal a r et ry.

D'autre part, la surface du triangle SC,C; est :

1 N s
NE :Erl ry sin\ry,r3

— —

r,r3= 2813 n
ou plus généralement :

Tp Tq= ZSpq

N
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Nous supposons que le mouvement se fait dans un plan (aucune perturbation d'origine planétaire) donc il existe une

combinaison linéaire telle que :

ol ¢ et c3 sont des constantes.

Multiplions vectoriellement la relation ci-dessus par r; puis par r3

—_ —

rlAr2=c3

—_— —

— — —_—

r2=clr1+c3r3

J—

rlAr3=2¢:3 Sl3n=2512n

rz/\r3=clr1/\r3=261 Sl3n=2S23n

S S c S
d'olr Cl :_23 . Cc3 :—12 et —1:_23
Si3 S13 ¢z Spp

D'apres la loi des aires, 'aire balayée par le rayon vecteur est directement proportionnelle au temps :

C C
Xy =E(t3 _tz) X, =3(t2 _f1)

S 23 2 N
Or le rapport —— est égal a
12 12

sont équidistantes.

avec une précision du second ordre, et avec une précision du troisieme ordre si les dates

Désignons par T la Terre et posons :

La relation de Chasles nous donne :

.
Il
>
[
=

Calculons r_g :

—_— —  —

ry=A7A—-R, =C1(Z1—E)+C3(K;—E;)

—_

Az _CIAI —C3A3 = R2 _ClRl —C3R3 =0

Les vecteurs R; sont les vecteurs joignant la Terre au Soleil et sont entierement déterminés pour les trois dates. En revanche,

_ —

les vecteurs A;, A, et A3 ne sont connus que par leur direction sur la sphere céleste (d'apres les observations).

Posons, pour chaque observation (i variant de 1 a 3) :

ol A; est la distance Terre-comete a l'instant #; et 77; un vecteur unitaire dont l'origine est le centre de la Terre et pointant
vers la comete.

Les composantes de 77; sont données a partir des ascensions droites et des déclinaisons de la comete :
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cos d; cos &; A;

—
7| cosd;sin o M; | oules a; sontexprimés en degrés

sin & i Vi
E{, R?; et E; appartiennent au plan de 1'écliptique donc E = aE + bE; .

—

o= (a —q )Rl + (b —c3 )R3 et de la méme maniere que pour la comete, nous pouvons montrer que :

_B—h

a
b -y
c'est-a-dire :

a &1 _t3—t2

b ¢ BHh-—4
nous en déduisons donc que a = Ac; et b=Acy ol A estune constante.
Ainsi,
o =ci(A=1)R; +c5(A-1)Ry = (A= 1R,

Nous constatons que o est colinéaire a R, , donc o - (X ARy ): 0 ou X estun vecteur quelconque.

Multiplions scalairement I'égalité Z; - ch[ - C3K; =c par Z; AR?; , nous obtenons :
—ClAl . (AZ/\RZ)_C3A3 . (AZ/\RZ): o (AZ/\RZ): 0

—AA 7y (ﬂzARz)Z 30345173 - (’72AR2)

On a ainsi :

Désignons par Q cette quantité :

Ay - M '(nZARZ)

0= e ——
Ay -1 772'(773AR2J

ol toutes les quantités du dernier membre sont connues d'apres les observations. Il devient alors possible de déterminer le

rapport A3
pp Al .

—_ —

Déterminons maintenant les rayons vecteurs r; de la comete. Nous avons vu que r; =A; —R;
ot 72 = A2 AR P2 = A2 n R p2

Soit encore :

=N —2(/11'Xi +uY; +ViZi)Ai +R;
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X;
avec R; | Y,

Z.

1

Posons ¢ = “C1C3 la distance rectiligne entre les points C; et Cj.

5 =

Nous avons : C;C3 =r3—r,donc:

= m-wf 28 -F ) 5 -& ) 5 &

Apres développement, nous obtenons :

=LA +MA+N

L=t -0 F +(u - 0us P + vy - ovsf
avec M = 2[(X3 ~ XA~ @A)+ (15— ¥)uty — Qs )+ (25 - 23 ), —QV3)]
N=(X;-X P +(-1)+(z;-2]

Nous obtenons finalement le systéme suivant :

2_ 2 2
=8 -2 X, + Y v 2 )6+ R )
12 = QA 2(AsX5 + 13¥s +v523 )00 + R (2)
=LA +MA+N 3)
(r1+r3+c}5/2—(r1+r3—c)3/2=6k(t3—t1) (4)

avec k =0.017 202 098 95 1la constante de Gauss.

La derniere relation, appelée équation d'Euler, est démontrée a la fin de ce paragraphe (dont la lecture n'est pas indispensable).
Contrairement aux trois premieres relations qui ne sont que des formules de géométrie (bien que 1'on utilisé la loi des aires
pour Q), elle fait intervenir le rdle de la gravitation par l'intermédiaire de la constante de Gauss.

La résolution de ce systtme permet de connaitre A;, A;(=QA), r| et r3, ce qui permet d'évaluer les éléments orbitaux de

la comete.

Résolution du systéme :

Ce systeme dont les inconnues sont Ay, ry, r3 et ¢ serésout par itérations successives grace a la méthode de Newton.

Posons A; =1 ou 2. Nous pouvons alors déterminer r et r3 . Connaissant Q, nous pouvons calculer une premiere valeur de

¢, grace a I'équation (3).

Ecrivons (4) sous la forme suivante :

(l+x)3/2—(1—x)3/2= 6k(t3_t1) avec x =
rtr3 rl+r3

Faisons un développement limité du premier membre :

(l+)c)3/2 —(1—x)3/2 = Sx(l—sz —Lx4 —ix6 —J
24 128 1024

X l——xz—Lx4—ix6—m :M:
247 1287 1024 (h+n)f"?
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En renversant la série, nous trouvons :

1 5 5 4 59 ¢
x=¢|l+—@ " +—¢ " +——¢" +...
(/{ 247 "3827 To216” j

Nous trouvons ainsi une autre valeur de ¢, en général différente de la premiere.
Pour différentes valeurs de A; en progression arithmétique, on calcule le résidu entre les deux valeurs de c¢ obtenues et

cherchons par interpolation lorsque ce résidu s'annule.

Une fois que A; est connue, nous en obtenons Az = QA;, ry et r3. Les éléments orbitaux se déduisent alors facilement des

distances géocentriques et héliocentriques. Les formules sont données dans le paragraphe suivant.

Etablissement de l'éguation d'Euler :

L'équation d'Euler est valable uniquement dans le cas des orbites paraboliques.

Dans le triangle SC,C3, lalongueur ¢ = C;C3 est donnée par la relation d'Al-Kashi :

? = r12 +r§ —2r|rycos (V3 —Vl)

) rrs—c?
soit [cos (V3 —v;)=
2r 13

. . x 1 cosx
Appliquant ensuite la formule : cos? = = B +———, nous avons :

21/3—1/1 (7'1+r3)2—6‘2 (r1+r3+chl+r3—c)
Cos = =
2 4r1r3 4r1r3

2

or sin®x=1—-cos? x donc :

. 2V3—V 02—(73—71)2 (C—r1+73 C+r1—r3)
s = =
2 4rirs 4riry

V3—V1 \/r1+r3+cx/rl+r3—c

cos =
2 2 r1r3
d'ou
. V3—V1 N/C—r1+r3x/c+rl—r3
sin =
2 2 r1r3
or, pour une orbite parabolique,
2
rl = l q = q ” et r3 = —q v
teosvy 2N cos2 V3
v 1%
donc |cos® =L = 4 et cos?=3 = 4
2 rl 2 r3

Nous avons vu que la loi des aires pour le mouvement parabolique pouvait s'écrire sous la forme :

2 2 2 3/2

dt:L(l+s2)ds:[q—(l+s2)ds
c k

En intégrant entre # et 3,
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3/2 3 3
2 s
-1 9 N4 _5-2L
k 3 3
: b3-si) st 53 41ss)
> 3/2(1?3 tl)—s3—s1+—s3—s1 = (s3—s1)3+s1+s3 + 51 53
.V
Sin—
or s =tan— =
2 v
COS—
donc :
3k v vV V v V v
———(3-1)=| tan=>—tan—L || 3+ tan®—L + tan® = + tan - tan—>
15
V2 2 2 2
q
.V .V L2V LoV LV LV
3k sm—3 sm—l smz—l 51n273 sm—l sm—3
———(3-1) = 2 2 |1+ +1+ +1+
N v 1% 2V oV v v
2q COS*3 COS*l Ccos A48 Ccos 3 COSEl COS*3

Dans le second membre, nous effectuons les transformations suivantes :

Nous réduisons le premier facteur au méme dénominateur, le numérateur vaut alors :

V=V
2

sin

Dans le crochet, nous remplacons sinv par 1—cos” v et, remarquant que :

. .V V3=V
sm—l s1n—3 COSg
42 2 _ 2
V v V
COS*1 COS*3 1

V3
COS— COS
nous obtenons finalement :

a3V (
3k 2
\/§q3/2 (t3 _tl):

1
V 1% V
cos— cos—> Lcos2 1
2 2
‘/i , NOuS avons :
r

3k I3 sinv37;v1
(5-0)=———=—

\/Eq3/2

V3 =V,
cos—2 1L
1
2

2
1% V 1%
cos®—=>  cos—L cos—>

v
Comme cos—

ry r3 \/r1+r3 +c\/r1+r3—c
—+—+

q q9 q 2q

. . . . . V3=V,
Cherchons maintenant une expression de g puis une nouvelle relation de sin—=2—L
Nous avons vu que :
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V Vv
cos—L = 4 et cos—> = 4
2 rl 2 r3
V Vv VitV Vi3 —V; 2
2cos—t cos— = cos—L—2 + cos—=2—1L = e

ARALE]

2 2
D'autre part, cos V| = 2y et cos V3= e
i 3

. Vi +V vi-v 24l +13)
D'oll cos ¥} +cosV; = 2cos——3 cos——L = -
2 2 rrs

. V3=V V3 +V V3=V 2 V3=V
Ainsi cos 32 l[COS 32 1+COS 3 1]: 4 COS 3 1

a2

vimv V3t 2q J3v 2Yv_ q("1+'”3)_1

2 2 ’r1r3 2 2 rrs

, alors nous avons :

Cos

Vi —V
Posons w = cos——1

V7173 rrj

2w,[r r3 —(r1 +r3)

q =w?-1
Firs3
. 2V3—V
r1r3(l—w2) rirz s
r +ry=2w,frir3 V3=V

r1+r3—2 ryrz cos

. 2V3—=V . 2V3—=V
r1r3sm2¥ 2r1r3s1n2 3 1
q: 2 =
r1+r3—\/(r1+r3)z—c (x/rl+r3+c—x/rl+r3—c)2
nous en déduisons que :
. V3=V,
Sll’l—3 1: 4 (‘/r1+r3+c—\/r1+r3—c)
2 2r1r3
Reprenons 1'équation :
. V3=V
3k 1“'17'3 N 2 1
,\/5 3/2(t3_t1):—2 }’1+}’3+5\/}’1+}’3+C\/7’1+r3—6‘
q q

ﬁ (t3—t1)=\/%(\/r1+r3 +c —\/r1+r3—c)[2r1+2r3 +\/r1+r3 +c\/r1+r3—c]
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Soiten posant & = ,/rj +r3+c et f= r+r3—c,

6k(13 —1) = (a—ﬁ)[a2 + %+ aﬁ]: -

Nous avons finalement :

6k(ry —1,) = (rl +r3+c)3/2 —(rl +r3 _C)%/Z

Cette relation est valable si vz —V; est inférieur a 180°, ce qui est généralement le cas. Dans le cas contraire, la relation
s'écrit :

6k(t3—t1): (r1+r3+c)3/2+(r1+r3—c}5/2

IL. Organisation des calculs

Nous disposons de trois observations également espacées dans le temps (# <1, <t3 et t, —t] =13 —1t, ) et des positions
cartésiennes équatoriales du Soleil (coordonnées géométriques).

Dates Positions de la comete Coordonnées cartésiennes du Soleil
4 a; 9 X1 h %
7] a, 6, X, Y, 7,
f3 a; 9 Xy, V3 Z3

Nous avons R; = \IXL»Z + Yiz + Ziz pour i variant de 1 a 3.

1. Nous calculons :

cos d; cos & A;
n;=|cosd;sina; |=|u;
sin d; Vi
puis le rapport des distances géocentriques :
tr —t 771'(’72 Rz) —
0=""2__" "2 "5 avec R =| Y,
ty —1y 772'(773AR2) Z,

) A (azy —vo¥, o (V 2 X0 =4z, 4y (457, — 15X, )

1y =ty Ay (ﬂ 32, —V3Y, )+ﬂ 2 (V 3X2—A32, )+V 2 (/13Y2 ~H3 X, )
2. Nous résolvons ensuite le systeme a 4 inconnues par la méthode décrite plus haut :

rt=A —2(/11X1 +U +V121)A1 +R}
r3 =0°Af —2(/13X3 RE +V3Z3)QA1 +R}

= (X3—X1)2 +(y3 —)’1)2 +(Z3_Z1)2
r+ry+c 2 i +r3 —c)3/2 :6k(t3—tl)

3. Nous corrigeons les données observationnelles de l'aberration et de la parallaxe. Pour cela, nous remplagons
t; par t; =t; —0.005 775 5183A; . Nous ne connaissons pas A, mais nous pouvons l'estimer par interpolation linéaire :
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ai=a;+

Ay=Ay+(ty—1y)

7y pcos ¢'sin H

A;cos 9;

Az —A

I3—4

avec 7y =8.794"

J;=9; +%(psin @ cos §; — pcos ¢sin §; cos H)
i

ou H est I'angle horaire de la comete, c'est-a-dire H =TS —«;, avec TS le temps sidéral local.

4. Nous répétons les étapes 2 et 3 jusqu'a l'obtention de nouvelles valeurs de A, Az, ry et r3 stables.

Nous déterminons ensuite pouri = leti=3:

—_

~

Puis :
,
Xi
,
i| Vi
,
Z

~

yi |=| Hidi Y
i VA —Z;
X;

]
=| yjcose+z;sin &g
—y;sin £+z;cos €

ou £ est I'obliquité de 1'écliptique. Si les coordonnées sont rapportées a l'équinoxe J2000.0 alors &£ a la valeur fixe de

23°26'21.448".

—_
’

7. Etlevecteur C=7r] A

N1

Cy =123~ 532

’ 7 ’ ’

C Cy = Zl.X3 - Z3X1
_ ’ 7 4 7
C,=xy3 - %3y

c=yct+cic?

8. L'inclinaison i de l'orbite de l'astre est donnée par :

9. Lalongitude du nceud ascendant Q :

si Cy, >0, alors il faut ajouter 180°a Q..

10. Des relations

’

rsin (V+a))= .Z -
sin i

nous obtenons v, + @ et V3 + @, d'ot, par différence, v3—v;. Si x'cos Q+ y’sin Q <0, ajouter 180° 2 v+ @ .

. c,
1 = arccos —=
c

Q = arctan —&
Cy

rcos (v + @) = x'cos Q+ y’sin Q

11. Calcul de la distance au périhélie ¢, par 1'une de ces deux formules :

. Vi —V Vi —V
r1r3sm2 3 1 1“‘17'3C052 3 1
_ 2 _ 4
q_ =
V3=V
ry+r3—2,/rr; cos r3 =411
2 1+—V ”
4 r1r3sin273 1
4
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12. Calcul de I'argument du périhélie @ :

. Va3tV . V3=V Q(r3—r1)
1n 3 1 sin 3 1:
2 2 rir3

S

Vi +V, V3 —V q(r3+r1)
0s B3tV o3V _

C
2 2 rir3

%
s=tan | —
2

3/2 3
I=t _ﬁTq[S_H]

Nous en déduisons v3 +V; et par suite V|, V3 et @.

13. Le passage au périhélie Ty est donné par :

3

III. Exemple de calcul appliquant la méthode d'Olbers

Nous avons les coordonnées astrométriques rapportées a I'équinoxe J2000.0 d'une comete pour les dates a Oh UTC :

Dates Positions de la comete Coordonnées équatoriales cartésiennes du Soleil

o o X Y z
2 mars 2006 21h37m58.9s +54°02' 04" +0.938 063 520  -0.293 306263  -0.127 160 491
12 mars 2006 22h06m20.5s +53°58'27" +0.981 823400 —0.139609 052  —-0.060 525 238
22 mars 2006 22h32m33.0s  +53°53'46" +0.996 111910  +0.018 235807  +0.007 900 704

Remarque : nous avons pris des coordonnées du Soleil tres précises, issues des series96 déja mentionnées précédemment. De
plus, nous conserverons volontairement des décimales supplémentaires dans les calculs intermédiaires.

1. Les coordonnées de la comete doivent étre toutes mises en degrés pour calculer les 77; :

A, =0.478101776 A, =0.517 294 055 A3 = 0.546 872 354
71 | 1y =—0.341084 390 75 | 112 =—-0.279870 034 5| 13 =-0.219425617
v, = 0.809 370 206 v, =0.808 751893 v3 =0.807 949 891

Bl Alpazy —vata)+ v Xy = 20 )+ vilAats - 1)

= =1.035862 692
ty =ty AolsZy —vily J+ 1,V 3 X0 — 132, J+ v, (A3Ys — 113X 5 )

2. Résolution du systeme :

Nous posons & =c¢, —c en utilisant les valeurs successives pour A; 2, 3 et 4 UA. Nous obtenons les valeurs suivantes de &:

£ =—0.200 668
£, = —0.080 557
£y =0.075 734

Par interpolation, nous trouvons la valeur corrigée de A, :
A; =3.544 141360
Nous trouvons ensuite en prenant des intervalles plus petits A; £0.1; A; £0.001 :

Ay =3.525 656 305
A =3.525661012

En examinant la valeur du facteur d'interpolation, nous conserverons cette derniere valeur de A, .
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Comme les données observationnelles sont géocentriques, la correction de parallaxe est inutile.

Nous gardons les valeurs suivantes pour A, Az, ry et r3 :

A =3.525661012
A3 =3.652100 708
ry =3.205 686 308
ry =3.215671554

Calcul de ;; et ry :

x; =0.747 561 271 x3 =1.001121003
ry=| y; =-0.909 241672 ry =| y3 =-0.819 600 260
71 =2.981534 842 73 =2.943 650 590
Calcul de ;i et 7; :
0.747 561 271 1.001121003
r1|0.352 200 730 r3 | 0.419 365 829
3.097 128 083 3.026 703 237

I'obliquité de I'écliptique valant € =23°26"21.448"

7.

10.

11.

12.

13.

’

Calcul du vecteur C =r] RE

C, =-0.233149 399
C| €, =0.838330349
C, =-0.038 935797

C=0.871018033

Inclinaison orbitale i :

i =92.562 060°

Longitude du nceud ascendant Q :

Q =195.541866°

Calcul de vi+@ et v3+ @ :
Vi +@=104.727 790°
V3 +®=109.592 896°
vy —v; = 4.865106°

Calcul de la distance au périhélie g :
q =3.204928 UA

Calcul de l'argument du périhélie @ :

V) +v; =8.389109°
v, =1.762 001°
®=102.965 788°

Passage au périhélie T :
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51 =0.015377
T, = 2 453 789.24666

Regroupons les éléments orbitaux trouvés par la méthode d'Olbers :

T, = 2 453 789.24666
q=3.204928 UA
i =92.562 060°
©=102.965 788°
Q =195.541866°

Les coordonnées fournies dans cet exemple sont celles de la comete Christensen C/2005 B1, dont les éléments orbitaux,
calculés a partir de nombreuses observations (et corrigés des perturbations planétaires), sont donnés pour le 2 juillet 2006 a
Oh TT:

Ty =2 453790.09754
q =3.205 4546 UA
i=92.548 69°
@ =103.176 89°
Q =195.557 73°
e =1.000 5498

Nous avons une différence de 0.85088 jour pour la date du passage au périhélie, c'est-a-dire une différence de 20h 25 minutes.
La valeur de g obtenue par la méthode est correcte. Les écarts angulaires sont ici minimes et sont dus au fait que nous avons
utilisé uniquement trois positions pour établir les éléments orbitaux. L'orbite de cette comete n'est pas tout a fait parabolique,
ce qui est probablement a 1'origine de 1'écart assez important dans la date du périhélie. Néanmoins, les éléments trouvés ici
permettent d'établir une éphéméride suffisamment précise pour suivre la comete. Etant donné que le passage au périhélie se
fait le 23 février 2006, utiliser des coordonnées qui correspondent a des dates apres celles dont nous nous sommes servis
aurait donné des éléments moins précis. Il faut donc, pour que les résultats soient le plus précis possible, que les dates
d'observation se trouvent lorsque 1'astre se trouve au voisinage du périhélie.
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