Cosmologie

L Cosmologie newtonienne

Les équations de la mécanique classique permettent d'élaborer un modele simple d'Univers. Nous allons écrire
les relations mettant en jeu I'énergie et la loi fondamentale de la dynamique sous une certaine forme, de maniere

a pouvoir les comparer plus loin avec les équations de la cosmologie basée sur la Relativité Générale.

Considérons que 1'ensemble de 1'Univers est approximativement sphérique de rayon R (pouvant varier avec le
temps) et de masse M (conservée au cours du temps). Une particule de masse m située a sa surface posséde une

énergie totale, qui est la somme de son énergie cinétique et de son énergie potentielle :

E=E.+E,

L'énergie cinétique s'écrit E. ZEmRZ tandis que l'énergie potentielle, uniquement due a la gravitation, est

donnée par :
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Si p est la masse volumique de 1'Univers, ona M = EﬂR3p , ce qui entraine :
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Si on pose k =— on obtient finalement :
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Cette particule subit uniquement une force gravitationnelle, donc, d'apres la troisieme loi de Newton :
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Une derniere équation est obtenue grice a la conservation de la masse :
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Les deux premieres équations encadrées ne sont pas indépendantes 1'une de I'autre. En effet,
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L'équation de la conservation de la masse peut s'écrire sous la forme :
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Soit finalement :

La cosmologie newtonienne pose d'emblée de nombreux problemes que Newton lui-méme avait soulevés. Si
I'Univers est uniquement soumis a la gravitation, il devrait étre en train de se contracter. Il a émis trois
hypotheses :

- 1'Univers est infini et uniformément peuplé d'étoiles,

- oul'Univers est en expansion,

- oul'Univers n'est pas trés vieux et n'a pas commencé sa phase de contraction.

Bien que ces hypotheses répondent aux exigences que 1'Univers impose, il subsiste néanmoins un probleme émis
pour la premiere fois par Halley (le méme que la comete!) et formulé plus précisément par Olbers. Il s'agit
d'expliquer la noirceur du ciel nocturne (paradoxe d'Olbers). Ce résultat n'est pas prévu par la cosmologie
newtonienne. En effet, quelle que soit la direction dans laquelle on regarde, on trouve forcément une étoile plus
ou moins €éloignée de nous, et I'ensemble de toutes les étoiles apporte sa contribution a la luminosité du ciel. Le
ciel nocturne devrait avoir une luminosité uniforme, de I'ordre de celle du Soleil, ce qui n'est évidemment pas
observé.

IL Meétrique de Robertson-Walker

L'une des applications de la Relativité Générale est de construire des modeles d'Univers. Rappelons tout d'abord
les équations de la Relativité Générale formulées par Einstein.
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ou le tenseur 7, est défini de la maniere suivante :
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En multipliant (1) par g#¥, nous pouvons mettre les équations d'Einstein sous une forme alternative.
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Sachant que g’”VR/N =R et g”vgﬂv =4
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En remplagant dans (1), on obtient :
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En admettant que 1'Univers est homogene et isotrope a grande échelle et que le temps s'écoule de la méme
maniere en tout point de I'Univers, nous pouvons établir la forme de la métrique :

ds? = c2di® —U(r,t)dr? —V(r,t)(d¢92 +sin%8 d¢2)
ou U et V sont des quantités a déterminer. Les composantes du tenseur métrique s'écrivent alors :

.2

sn=-U 8n=-V 833 =-Vsin“ 0 844 =1
1 1 1

1 2 33 44

gl=—— g¥=—= g¥=- g*=1
U v Vsin? @

Sachant que les symboles de Cristoffel s'écrivent Fﬂﬂ‘, = % gﬂ"(avgwm u8ov _ao'g/[\/), nous en déduisons les
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L'Univers est considéré comme un fluide dont chacune de ses particules possede une certaine vitesse. Si on se
place dans le référentiel formé par 1'une de ces particules, on est dans un référentiel comobile. Dans ce cas, on a

¢; =0, u' =0 donc R, =0, en particulier R4 :L+u—ﬂ =0.On pose :
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On peut poser g(r)= * . Pour une pression nulle, les composantes de S, s'écrivent :
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En identifiant R, = 22§ logique null :
n 1dentifiant uy = —c—4 v (pOur une constante cosmo ogique nu e), nous avons :
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Nous avons ainsi :
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La métrique s'écrit finalement :
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appelée métrique de Robertson-Walker, ou R est appelé facteur d'échelle, qui caractérise 1'évolution de la
métrique au cours du temps, nommé improprement rayon de 1'Univers. k est le facteur de courbure et ne peut
prendre que 3 valeurs suivant la géométrie de 1'Univers :

e fk=0:lespace-temps est plat (modele euclidien)

e k=1:lespace-temps a une courbure positive (modele elliptique)

ek =-1:1espace-temps a une courbure négative (modele hyperbolique)

Remarques :

- Sinous avions pris une pression non nulle, cela n'aurait pas changé le résultat.
- Le parametre r est ici sans dimension et son intervalle de définition s'étend de zéro a un.

1. Equations de Friedmann-Lemaitre

A partir de la métrique de Robertson-Walker, nous pouvons déterminer les équations de Friedmann-Lemaitre.
Nous avons vu que :

Maintenant que U et V sont connus, nous obtenons :
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D'autre part, la composante 7;; du tenseur d'énergie-impulsion s'écrit, en se placant en coordonnées comobiles :
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On a de méme :
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En injectant cette derniere relation dans (2), on trouve :
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Les deux équations obtenues sont appelées équations de Friedmann-Lemaitre ou équations de la cosmologie :
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Nous pouvons remarquer que les équations de la cosmologie issues de la Relativité Générale sont plus completes
car elles tiennent compte de la pression. Un nouveau terme est apparu, la constante cosmologique, qui tient un
role important dans les modeles évolutifs actuels. Notons toutefois que dans le cas présent aucune hypothese
n'est faite quant a la forme de 1'Univers et que R ne représente pas le "rayon" de 1'Univers, mais simplement un
facteur de dilatation.

Le parametre H est le parametre de Hubble : il s'agit du taux relatif d'expansion de 1'Univers, généralement
donné en kilometres par seconde et par mégaparsec (km/s/Mpc).

Déterminons maintenant 1'équation de conservation. On sait que la dérivée covariante du tenseur d'énergie-
impulsion est nulle :
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On pourra noter, par rapport a I'équation classique, 1'introduction de la pression p qui était jusqu'alors considérée
comme négligeable. L'équation écrite ici nous apprend que la densité p décroit au moins aussi vite que R™.



Calculons maintenant le facteur d'échelle pour des époques proches de 1'€poque actuelle (celle-ci étant notée
avec un indice zéro). Pour cela, faisons un développement limité de R :
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En posant ¢ =— , appelé facteur de décélération, on obtient :

R)= Rlo) 1=l ~¥lg =L o=t P +.

Un photon émis par une galaxie suit une trajectoire radiale et vérifie :
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Le train d'onde suivant est émis a l'instant ¢ + 81 etil estrequa fy+3J1 :
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Les quantités &1, et Jf, sont petites devant 7, et #, donc :
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Or la fréquence est donnée par v = é , on a ainsi :
Vi _ Rly)
vo  Rl)
P . Ao— A , e .
On définit le décalage spectral par z = PR avec A lalongueur d'onde. Il s'écrit encore :
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Soit :

On obtient, avec ce qu'on a écrit plus haut :
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Le photon a parcouru la distance d telle que :

d=clty-1)
Ainsi :
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Au premier ordre, nous avons la loi de Hubble :

Etablissons maintenant les relations mettant en jeu le facteur de décélération. Celui-ci, a l'instant présent, s'écrit :
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On a ainsi :
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Résumons ci-apres les relations importantes, utiles aussi bien dans les modeles statiques que dans les modeles
évolutifs :
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IV. Modeles statiques

Bien que non vérifiés par 1'observation, les modeles d'Univers statiques sont des solutions des équations de la

cosmologie et constituent des sujets intéressants a étudier. Ils sont vérifiés pour R=0 et R=0. En 1917,
Einstein élabora un modele statique, sans constante cosmologique :
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1l obtenait donc, d'aprés la premigre équation, pc> =-3p, ce qui était physiquement inacceptable. Il introduisit
alors la constante cosmologique pour obtenir le résultat ci-dessous :
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La constante cosmologique apparait comme une force de répulsion : A=— (p+—§j et doit étre une quantité
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positive et donc :
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ce qui impose d'avoir k = 1 pour une masse volumique et une pression toutes deux différentes de zéro, les
quantités du second membre étant toutes positives. La métrique de 1'Univers d'Einstein s'écrit :
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ol R n'est pas fonction du temps. On peut aussi calculer son volume :
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Ce modele fut abandonné par son auteur en 1923.



111. Modele évolutif de Friedmann-Lemaitre

En prenant les équations completes, on peut établir un modele d'Univers dont les caractéristiques ressemblent a

notre Univers :
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A Tinstant présent, elles s'écrivent :
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En posant Q,, = 8”—2 Po = £o Q= —% et Q) = A02 , on obtient 'équation simplifiée :
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En définissant le facteur de décélération g par g =——=-——,o0na:
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Selon des mesures de 1999, on trouve p << pc2 , Q, =0 Q, =035

Onen déduit Q, =0.65  A=1.12x1072 m? et qo = —0.475 .

Selon ces mesures, 1'Univers serait en expansion accélérée, plat (sans courbure k = 0), avec une contribution de
la matiere tres supérieure a celle du rayonnement. La matiére détectée avec nos moyens actuels apporte une

contribution de 0.1 dans le facteur Q,,, la partie manquante (0.25) est constituée de matiere noire.
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